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Alle Aufgaben haben das gleiche Gewicht.
Die Losungswege miissen, abgesehen von Aufgabe 1,
nachvollziehbar dargestellt sein.




Regeln Multiple Choice:

o Fs muss keine Begriindung gegeben werden. Bemerkungen
und Rechnungen auf dem Blatt haben keinen Finfluss auf
die Punkte.

o Fliir jedes richtige Kreuz gibt es einen Punkt, jedes falsche
Kreuz gibt einen Punkt Abzug. Falls eine negative Gesamt-
punktzahl fir Aufgabe 1 erreicht wird, werden null Punkte
vergeben.

1. (Multiple Choice)

(a) Gegeben seien

2 3 V3 V3 V3

3 3 3
A=|[1 2, B=|%L 2 o
V6 /6 26

46 % 6 o6

Kreuzen Sie an, welche Aussagen richtig bzw. falsch sind.

(i) B-A € R¥2. ® Richtig. O Falsch.
(i) B- AT ¢ R3*2. O Richtig. ® Falsch.
(iii) A-A € R3*2, O Richtig. ® Falsch.
(iv) B ist eine orthogonale Matrix. ® Richtig. O Falsch.
(v) Bx = b ist ein schlecht konditioniertes Problem fiir alle b € R3.

O Richtig.  ® Falsch.

2 3
(vi) Kern(A) = Span 1|, |2 : O Richtig. @ Falsch.
\4) \6
)
0
(vii) Kern(A) = 0 . O Richtig. @ Falsch.
0

Vs

(viii) F: R? - R® x— Ax, ist eine injektive Abbildung.
® Richtig. O Falsch.




(b) Gegeben seien C, eine n x m Matrix, und b # 0, ein Vektor im R", welcher
im Spaltenraum von C liegt.

(i) Kreuzen Sie an, ob die folgenden Mengen Ly, Lo, ..., Ls, Untervek-
torrdume sind oder nicht, fiir beliebiges C und b geméss obigen An-
gaben.

o L = {xeR"|Cx=0}

® ist ein Untervektorraum. O ist kein Untervektorraum.

Ly = {y € R" | Es gibt ein x € R™, sodass Cx =y}

® st ein Untervektorraum. O ist kein Untervektorraum.

Ly = {y € R™ ’ Es gibt ein x € R", sodass CTx = y} ,
® st ein Untervektorraum O ist kein Untervektorraum.

Li={xeR"|Cx=b},

O ist ein Untervektorraum  © ist kein Untervektorraum.

L5:{XGRm}X:y—zmityEL4,zEL4}.

® ist ein Untervektorraum O ist kein Untervektorraum.

(ii) Kreuzen Sie an, welche Aussagen fiir beliebiges C geméss obigen An-
gaben richtig bzw. falsch sind.

e Die Zeilen von C bilden eine Basis von Ly .

O Richtig.  ® Falsch.

Die Zeilen von C bilden eine Basis von L.

O Richtig. @ Falsch.

Die Zeilen von C bilden ein Erzeugendensystem von L, .

® Richtig. O Falsch.

Die Zeilen von C bilden ein Erzeugendensystem von Ls .

O Richtig. @ Falsch.

o dim(Ls) =m —dim(L,). ® Richtig. O Falsch.
o dim(Ls) =n —dim(Ly). O Richtig. @ Falsch.
e dim(Ly) = m — dim(L;). ® Richtig. O Falsch.



2. Wir definieren die lineare Abbildung F : R? — R2, welche gemiiss untenstehen-
der Abbildung 1 das graue Dreieck in das schwarze tiberfiihrt, wobei F(P) = R,
F(Q) = S. Zudem bezeichnen wir die lineare Abbildung, welche das schwar-
ze Dreieck in das graue iiberfiihrt, mit G : R? — R? wobei G(R) = P und

Gg(s) =Q.

(0,0) P

Abbildung 1: Situationserklarung der Aufgabe

(a) Stellen Sie die lineare Abbildung F in Matrixform dar:
F(x) = Ax,
d.h. geben Sie A an.
(b) Geben Sie analog zu Teilaufgabe (a) die Matrix B an, fiir welche gilt

G(x) = Bx.

Falls Sie Teilaufgabe (a) nicht gelost haben sollten, verwenden Sie fiir die nach-
folgenden Teilaufgaben
0 2
— 3
A= (1 O) .

(c) Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A aus Tei-

laufgabe (a).

1
0

(e) Die Abbildung F bildet den Kreis

(d) Berechnen Sie A'% ( ) der Matrix A aus Teilaufgabe (a).

K={(z,y)|2*+y* <1}

auf die Menge K’ := F(K) C R? ab. Berechnen Sie die Fliche von K.
Hinweis: Die Rechnung ist sehr kurz!



Losung:

(a)

Wir betrachten die Standardbasis des R?, e; = (1)) und e, = (1)) und

untersuchen damit die Abbildung F. Zudem definieren wir die Ortsvekto-

ren der Punkte P, @), R und S mit vp = (g), Vo = (?) , VR = (g) resp.

Vg = (3) Somit erhalten wir durch Ausniitzen der Linearitiat von F:

Es gilt somit

F(x) = o1 F(er) + 22 F(es) = (g) t s (é) _ (g é) X,

also ist A = (g (1])

2
Es gibt zwei Moglichkeiten, diese Teilaufgabe zu 16sen. Einerseits stellt man
fest, dass G = F~!, somit gilt

Ry Al 1 0 —-1\_ [0 2
G(x)=Bx=A x_m <_% 0 )x_ <1 8)X
Andererseits kann man das Vorgehen in (a) wiederholen und erhélt:
2 2 0
1 1 1 2
G(e) = g(gVR) = §Q<VR) =3vp = (8) .
0
1

O win

6(x) = niGen) + maglen) = (1 ) x.
won—(03)

Um die Eigenwerte zu bestimmen, berechnen wir die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms pa (A) von A:

pa(}) = det(A — ALL) = det <<—3A —1)\)) v g |

2

2

Die Nullstellen sind A o = i\/g (fiir die Matrix A = <0 3) erhalten wir

1 0
analog A\j o = i\/g)



Die zugehorigen Eigenvektoren v(!) und v(® von A erhalten wir iiber die
Bedingung (i=1,2)

1 1
Wir erhalten v(!) = s ( 3> @ = ¢ ( \/g), s,t € R\ {0}. Fiir die
2 2

weiteren Teilaufgaben benennen wir mit v®V und v® die Reprisentanten
mit s =t = 1.

(Fiir die Matrix A = <0

2
1 8) erhalten wir analog

2 _. /2
Wir erhalten v(V = s (\/;>, v® =1t < \/;>, s,t € R\ {0}. Fiir die

1
weiteren Teilaufgaben benennen wir mit v®" und v® die Reprisentanten
mit s =t =1.)

(d) Al ((1)) berechnen wir, indem wir <(1]) als Linearkombination der Eigen-

vektoren vV und v(® darstellen:

((1)) _ v 4 y@



Somit bekommen wir, indem wir verwenden, dass A% (v(?) = )\'%v(),
i=1,2:

AlOO (1) AlOO ( 1) + V(Q))

0
— Al00 (V(l)) 4 Al00 (V(z))
— A 100y (1) 4 ), 1004(2)

Q-
0
1

1y _ \/gvm _ \/gvm,

0 2 2
Somit bekommen wir, indem wir verwenden, dass A% (v(?) = )\'%v(),
i=1,2:

A100 ( ) A100 (\/7 (1) \/7 )
3\ 100 (o (1) 100
SA (V) - A (v?)
_ /3 A 1004 (1) _ ), 1005,(2)

) erhalten wir analog

O Wl

(Fiir die Matrix A = <

)

(e) Wir wissen, dass sich die Fliache einer Menge unter der linearen Abbildung
F um den Faktor |det(A)| verdndert. Der Kreis K hat Radius r = 1 und
somit die Fliche 7r? = 7. Da gilt K’ = F(K), erhalten wir fiir die Fliche
von K’

rldet(A)] = ;W.

0

) ) erhalten wir analog fiir die Flache von K':

O win

(Fiir die Matrix A = <

2
rldet(A)] = S



3. Es seien die vier Punkte A = (4,3), B = (3,6), C = (2,1) und D = (0,6)
gegeben, durch die ein Kreis gelegt werden soll. Die Koeffizienten a, b, ¢ der
Kreisgleichung

2]+ a5+ ary +bry +c=0

sollen im Sinne der kleinsten Quadrate bestimmt werden.

(a) Stellen Sie das Gleichungssystem fiir a, b, ¢ auf, das erfiillt wére, wenn alle

4 Punkte auf einem Kreis liegen wiirden.
(b) Berechnen Sie den Residuenvektor r fiir (a, b, ¢) = 55 (—805, —2097, 2346).
(c) Beschreiben Sie, wie Sie nachpriifen kénnten, dass die Koeffizienten in (b)
die Kleinste-Quadrate-Losung des in (a) gefundenen Gleichungssystems

darstellen. Das Einsetzen von Zahlenwerten ist nicht erforderlich.
(d) Liegt der Punkt A innerhalb oder ausserhalb des Kreises, der zur Kleinste-
Quadrate-Losung gehort?

Loésung:

(a) Wir erhalten die Bedingungsgleichungen, indem wir die Koordinaten der
Punkte A, B, C' und D in die Kreisgleichung einsetzen:
16+ 9+ 4da+ 30+ c¢=0,
9+ 36+ 3a+ 60+ =0,
4+ 14+ 2a+ b+ ¢=0,
36 + 60+ c=0.

Somit gilt Ax = b mit

4 3 1 a 25

3 6 1 45

A= 5 1 1| X7 b|l,b=-— 5

06 1 ‘ 36

(b) Der Residuenvektor ist gegeben durch

7165 25 -90 —0.318
o Ax b “Lfrzesi|  f4s| _ 1 |84 | f 0207
B 283 | 1361 51 283( 54 )7 | 0191
10236 36 —48 —0.170

(c) Die Losung im Sinne der kleinsten Quadrate erfiillt die Normalengleichung
ATAx=A"b. (1)

Wir miissen also nur zeigen, dass (a,b,c) = ﬁ(—SOB,—QOW, 2346) die

Normalengleichung (3c) erfiillt.

Wir kénnen zudem (b) ausnutzen und iiber den bereits berechneten Resi-

duenvektor ausdriicken um die Rechnung weiter zu vereinfachen:
ATr=0.

Somit



(d) Einsicht dariiber, was innerhalb bzw. ausserhalb des Kreises liegt, erhalten
wir, indem wir bemerken, dass die Kreisgleichung auch in folgender Form
geschrieben werden kann:

($1—[Ep)2+(l‘2—yp)2—T2:0,

wobei (zp,yp) den Mittelpunkt des Kreises und  den Radius des Kreises
benennen.

Ein negatives Vorzeichen im Residuum r bedeutet also, dass der dazu-
gehorige Punkt innerhalb des Kreises, ein positives Vorzeichen, dass der
dazugehorige Punkt ausserhalb des Kreises liegt. Somit gilt mit Teilaufga-
be (b), dass A innerhalb des Kreises liegt.



4. (a)

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit zwei reellen Parametern o
und [ durch die augmentierte Matrix

17 5 13 0 2

118 9 4la+p

00 2 1| 8 (2)
00 o —2 1

Geben Sie an, fiir welche Werte von @ € R und S € R das lineare Glei-
chungssystem

(i) genau eine,
(ii) mehr als eine,
(iii) gar keine
Losung besitzt. Die Losungen selbst miissen Sie nicht angeben.

Gegeben sei folgendes lineares Gleichungssystem:

(1—i)z + 2z - 8’

wobei i die komplexe Einheit 1/—1 bezeichnet. Berechnen Sie alle Losungen
des linearen Gleichungssystems (3).

Losung:

(a)

Wir wenden die Gausselimination auf (2) an. Aufgrund der Form der aug-
mentierten Matrix miissen wir nur einen Eliminationsschritt durchfithren
(4.Zeile - § 3.Zeile ) (die lineare Unabhéngigkeit der beiden ersten Zeilen
ist offensichtlich und deshalb hat dieser Teil keinen Einfluss auf die Anzahl
Losungen. Jedoch kann man natiirlich auch dort den Gaussalgorithmus
anwenden (2.Zeile +11 1.Zeile)):

17 5 13 0 2
0 8+2 9442 dla+p+2
0 0 2 1 B
0 0 0 —2-% 1-<£

(i) Genau eine Losung erhalten wir demnach, falls die Matrix auf der
linken Seite vollen Rang besitzt, was gleichbedeutend mit —2—5 # 0
ist, also fir « € R\ {—4}, p € R.

(i) Um mehr als eine Losung zu erhalten, muss demnach gelten o =
—4. Zudem muss der Eintrag 1 — O‘—f = 1+ 2 auf der rechten Seite

verschwinden, also muss gelten § = —%.

(iii) Keine Losung bekommen wir demnach, falls o« = —4, # € R\ {—3}.

Losung der Teilaufgabe (a) fiir Mario Dolder: Wir wenden die Gaus-
selimination auf (2) an. Aufgrund der Form der augmentierten Matrix
miissen wir nur einen Eliminationsschritt durchfithren (4.Zeile - § 3.Zeile)
(die lineare Unabhéngigkeit der beiden ersten Zeilen ist offensichtlich und

10



deshalb hat dieser Teil keinen Einfluss auf die Anzahl Losungen. Jedoch
kann man natiirlich auch dort den Gaussalgorithmus anwenden (2.Zeile
+3 1.Zeile)):

17 5 13 0 2
0 843 9418 4la+p+%
0 0 3 3 3
0 0 0 1—a — a8

3

(i) Genau eine Losung erhalten wir demnach, falls die Matrix auf der
linken Seite vollen Rang besitzt, was gleichbedeutend mit 1 — « # 0
ist, also fir € R\ {1}, B € R.

(ii)) Um mehr als eine Losung zu erhalten, muss demnach gelten o =
1. Zudem muss der Eintrag 1 — %ﬁ =1- g auf der rechten Seite
verschwinden, also muss gelten 5 = 3.

(iii) Keine Losung bekommen wir demnach, falls « =1, § € R\ {3}.

(b) Wir berechnen die Losungen, indem wir (2) als augmentierte Matrix dar-
stellen und den Gaussalgorithmus anwenden.

1-1 21 0|8
1+1 =2 110
0 0 18

{ 14+i =2 1‘0}

Somit erhalten wir die Losungen

ZQZtGC,
8
ZgZT:—8i,
1
2 = (—=8i+2t) =t —4—(4+1)i,

1+1

also £ = {(z1,20,23) = (t —4— (4 + t)i, t, —8i) }t e C}.

11



5. Wir wollen den Schnittpunkt z* von f(z) = cos(§) und g(x) = log(x) mithilfe
der Fixpunktiteration bestimmen.

(a) Zeichnen Sie den Graphen der beiden Funktionen und markieren Sie den

Schnittpunkt.
(b) Zeigen Sie, dass der Schnittpunkt z* von f(x) und g(z) Losung der Fix-
punktgleichung
r=F(x), F(x)=exp <cos (%)) (4)
ist.

(c) Geben Sie die Fixpunktiteration fiir (4) an und berechnen Sie das Ergebnis
der ersten Iteration z; fiir den Startwert xq = 0.

(d) Zeigen Sie, dass die Fixpunktgleichung (2) im Intervall I = [0, 7] genau
eine Losung x* hat und dass die Fixpunktiteration fiir beliebigen Start-
wert o € [ gegen diese Losung x* konvergiert. Verifizieren Sie dazu die
Voraussetzungen fiir den Fixpunktsatz aus der Vorlesung.

Loésung:

(a)

15
1
_. 05 Schnittpunkt 1
x
2 or
o
3
= -05
=
=gt —f(x)=cos(x/4)
—g(x)=log(x)
_15,

(b) Der Schnittpunkt z* von f(z) und g(x) ist gegeben durch die Bedingung
f(@®) = g(a®).

Durch Ausschreiben und Umformen erhalten wir

log(a") = cos () 0" = f
og(x™) = cos 1 " =exp | cos | ,

was mit der Bedingung (4) iibereinstimmt.
(c) Die Fixpunktiteration fir (4) lautet fiir den Index k=1, ..., N:

T = F(:L’kfl) .

Somit lautet das Ergebnis der ersten Iteration

x1 = F(zo) = exp (cos <%)) =exp(l) ~ 2.718.

12



(d) Zu verifizieren sind die beiden Voraussetzungen des Banachschen Fixpunkt-
satzes:

(i) F: I — I, wobei I =[0,7] C R abgeschlossen.
Dass I abgeschlossen ist klar. Zu zeigen bleibt nur, dass F'(I) C I.

Wir beweisen dies, indem wir zeigen, dass F' monoton fallend ist und
somit

F(I) C [F(m), F(0)] = [exp (?) cexp(l)] C [2,2.72] C I.

Fiir alle x € I gilt

1
F'(z) < -2 sin (Z) exp (COS (%)) <0.
N AN >

-~

>0 >0

Somit ist F' monoton fallend auf /.

(ii) F ist kontrahierend. Dies ist erfiillt, sofern wir zeigen kénnen
|F'(z)] < 1firallexel.
Fiir alle x € I gilt

|F'(z)| = i sin (Z) f}xp (cos <£>>1 < \/Qexp(l) < 1 <1.

~~

ﬁsin<§)§—2 <exp(1)

13



6. Gegeben sei

— W N O

N Ot W

=~ e N
]

(a) Zeigen Sie, dass die Spalten von A eine Basis des R* bilden.

(b) Berechnen Sie den ersten Schritt der LR-Zerlegung mit Spaltenmaximum-
strategie. Vergessen Sie nicht, zusétzlich zum verdnderten Schema/Tableau
die Matrix L; und die Permutationsmatrix P; fiir den ersten Schritt an-
zugeben.

(c) Ist die LR-Zerlegung ohne Zeilen- oder Spaltenvertauschung anwendbar?
Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung:
0 1 2 3
(a) Die Spalten von A sind a; = ?) , Ay = g , az = le ,ay = _01
1 2 4 1

Sie bilden eine Basis des R* genau dann, wenn sie linear unabhéngig sind.
Wir miissen somit zeigen, dass

)\1a1+)\2a2—|—)\3a3—|—)\4a4:O:>)\1:)\2:~-~:)\4:O. (5)

Dies ist erfiillt, sofern A regulér ist, also vollen Rang hat. Wir fithren, mit
Blick auf Teilaufgae (b), die LR-Zerlegung mit Spaltenmaximumstrategie
durch, um zu zeigen, dass A vollen Rang hat. Dazu schreiben wir die Matrix
A als Schema/Tableau und vertauschen als erstes die 3. und die 1. Zeile
(der maximale Eintrag der aktuellen Zeile ist jeweils rot markiert):

(100 0[01 2 3 00103 5 1 —1
21 1 10 2

0100234 0 _>0100§—§§§
0010[35 1 —1 1 000/0] 1 2 3
1] 1 11 4

(000 1|1 24 1 000 1|3 L L 4
(00103 51 — 0010[3 51 -1
_)10000 123%10000123
2 1 5 2 1 5
01002 —tj4 32 01002 -Ll4 3
1 1 1 1 1 3 11

(o000 1|t 143 | o001/t L3 U1

Somit lésst sich leicht ablesen, dass A vollen Rang hat, bzw. (5) erfiillt ist.
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(b) Da wir die LR-Zerlegung mit Spaltenmaximumstrategie bereits in Teilauf-
gabe (a) berechnet haben, geben wir hier nur die Matrizen an:

1 000 3 5 1 -1 0010
2100 0 -1 10 2 0100
L1:3 ,Rlz 333’1:)1:
0 010 0 1 2 3 1 000
1 1 11 4
0 0 0 1 0 s Y 3 0001

(¢) Nein, sie ist nicht anwendbar, da der Eintrag a;; = 0. Wendet man den
LR-Algorithmus ohne Spalten- oder Zeilenmaximumstrategie an, teilt man
bereits im ersten Eliminationsschritt bei der Berechnung von [y = %
durch 0, erhélt also etwas, das nicht definiert ist.
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