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1. (Multiple Choice)
Gegeben sei die folgende Matrix

1 1 -1
AZE(—I a), (JIGR

(a) det(A) = 0 genau dann wenn gilt

X 4=1. O a=0.

® A singulir. O Kern(A) = {0}.

O det(A) wird nie Null. ® Bild(A) = span { (_11) }
Bemerkung:

def{A) = 1(a — 1). Deshalb gilt
deA)=0 < a=1
Per Definition gilt:
de{A) =0 <« Asingulir & Kern(A) # {0}

Betrachten wir A genauer (z.B. indem wir die LR-Zerlegung anwenden
(siehe (d))), so stellen wir fest, dass

2 a#1
1 a=1"

Rang(A) = {

Somit ist dimBild(A) = 1 < det{A) = 0. Daraus folgt sofort, dass

Bild(A) = span { (_11) } .

® Das charakteristische Polynom von A ist

(b) Es gilt:

, 1 1
pA(>\> =\ — E(CL—F 1))\ -+ 5(& — 1)

O Das charakteristische Polynom von A ist

! (a+1))\+l(a— 1).

V2 2
1

pA()\) = )\2 +



® Die Eigenwerte von A sind reell fiir alle a € R.
O Es gibt ein a € R, sodass A nicht diagonalisierbar ist.

Bemerkung:
4 1 1 1 1
pa()) = det V2 V3 :(——A) <—a—)\)——
v vt \V2 V2 2
1 1
=\ —2(a+1))\+§(a— 1)

Da A eine symmetrische Matrix mit reellen Koeffizienten ist, gilt auch,
dass A immer diagonalisierbar ist und die Eigenwerte fiir alle a € R reell
sind.

Fiir a = —1 gilt:

® A ist eine orthogonale Matrix.

® Al=A.

® ||Ax| = ||Ix| fiir jedes x € R2.

® Al =1

Bemerkung:

A ist orthogonal genau dann wenn ATA = I,. Setzen wir a = —1, dann
gilt:

ATA = <%(_11_ 0 %<_11_ 1)) =1,.

Somit ist A orthogonal fiir @ = —1 und es gilt A=t = AT, Da A gleichzeitig
symmetrisch ist, haben wir

A=A
Die beiden letzten Eigenschaften gelten fiir alle orthogonalen Matrizen.

Die LR-Zerlegung von A ist

10 1 -1
® L= — 1
L (-1 1)’ R ﬂ(o a—1)'
(10 . (1
OL_(l 1)’R__2(0 a—1)'

Bemerkung:

Wir erhalten die Matrizen, indem wir einen Gaussschritt auf A anwenden
(2.Zeile — (—1) 1.Zeile). Dies ergibt R. Die Matrix L erhalten wir mithilfe
des Koeffizienten vor der 1.Zeile (—1).



2. Gegeben sei die lineare Abbildung

Ty
X2
. 31‘1 + 6$’3 — 10l‘4 + x5
7 3 '—>< 3.1’2 — 333‘3 — 233‘4 + 232‘5
Ty
Is5

(a) Stellen Sie die lineare Abbildung F in Matrixform dar:
F(x) = Ax,
d.h. geben Sie A an.
(b) Geben Sie Vektoren an, welche Bild(A) aufspannen. Ist F surjektiv?
(c) Zeigen Sie, dass

v = und v, =

— = = =
=~ = =

in Kern(A) liegen.
(d) Ergénzen Sie vy, v zu einer Basis von Kern(A).
Loésung:

(a) Die Matrix A konnen wir direkt ablesen:
30 6 -—-10 1
AZ(O 3 -3 -2 2)'
(b) Mit einem Blick auf

Bild(A) = span { <(?;) , (g) , } (Spaltenvektoren von A),

sehen wir, dass Bild(A) = R?, da z.B. <g) <g) eine Basis des R? bildet.

Dies bedeutet, dass f surjektiv ist, respektive Bild(A) = R?. Es spannen
z.B. die Standard-Basisvektoren

(1 (0
e = O , €2 = 1
das Bild auf.

(¢) Um zu zeigen, dass die beiden Vektoren im Kern(A) liegen, miissen wir
einfach verifizieren, dass

Av, =0, ie{l1,2}.



Tatséchlich gilt

1
Av _ (30 6 —10 1 ]1‘ C(34046-10+1\ (0
Vi=lp 3 -3 —2 2 o\ 3=3-242 )7 o)
1
0
no (30 6 —10 1\ [TH] orore—1044y_ (0
V2=1p 3 —3 —2 2 | No-3-3-248) " \0)"
4

(d) Aus (b) wissen wir, dass Bild(A) = R?. Benutzen wir die Dimensionsfor-
mel, erhalten wir

dim(Kern(A)) = dim(R®) — dim(Bild(A)) = 3.
Da vy, vy linear unabhéngig sind:
AMVE+FXNve=0= A\ = )\ :0,

fehlt uns noch ein Basisvektor. Wer bemerkt, dass in der ersten Zeile von
A x5 fehlt und in der zweiten Zeile x1, der kann ohne grossen Aufwand
einen dritten Vektor v3 im Kern konstruieren, z.B.

—2

V3 =

O O = =

Da gilt, dass

)\1V1 + )\2V2 + )\3V3 =0

= 1. (Zelle 1) )\1 = 2)\3
II. (Zelle 5) )\1 = 4)\2
7
I11. (Zeile 3) 0=A+A+2Ay E" T
= )\1 = )\2 == )\3 - 0,

sind vi, vy und v3 linear unabhéngig. Wir haben mit vy, vy, v3 somit eine
Basis gefunden.



3. Zwei radioaktive Stoffe mit Halbwertszeiten A; = 1 respektive Ay = 2 werden in
einem Stoffgemisch festgestellt. Wir wollen nun wissen, in welchem Verhéltnis
die beiden Stoffe zum Zeitpunkt ¢ = 0 gemischt sind.

Dazu messen wir zu verschiedenen Zeitpunkten ¢; die Intensitat I(t;) der Strah-
lung des Gemisches. Aus den obigen Angaben folgt, dass sich die Intensitét als
Funktion der Zeit folgendermassen verhélt:

[(t) = $‘127t/>\1 —+ .’,13‘2272&/)\2 s (1)

wobei wir die Halbwertszeiten A; = 1 respektive Ay = 2 der beiden Stoffe ken-
nen. r; und zs sind die unbekannten Mengen der beiden Stoffe zum Zeitpunkt
t=0.

Die Messungen ergeben folgende Werte:

: 1]2
T [a]2] T @)

(a) Bestimmen Sie das Gleichungssystem Ax = b, welches aus den obigen
Bedingungen (1) und (2) resultiert.
(b) Losen Sie das lineare Gleichungssystem im Sinne der kleinsten Quadrate.

(c) Nehmen Sie an, dass die Stoffmengen x;, xo, welche Sie in (b) erhalten
haben, die wahren Werte sind. Wie gross sind dann die relativen Fehler
der gemessenen Intensititen in (2)7

Losung:

(a) Setzen wir die Daten aus (1) in (2) ein, erhalten wir das gesuchte Glei-

chungssystem
1
o () Z
V2 o

1
2

Bl o=
D= DN

(b) Wir stellen die Normalengleichung
ATAx = A"b

auf, welche wir dann mithilfe des Gaussalgorithmus 16sen, um die Losung
im Sinne der kleinsten Quadrate zu erhalten:

2 2 2 . 4 3
= Vereinfachung: 2% - [., 2°-I1.
21 18 +4v2\ [z 82 9.1 9.9
Y = Gauss: [[.—;\/_-[.
9+ 2v2 14 Ty 34+ 8v/2 21
(21 18+4\/§> T 82 )

- o\ 2244402
o L6 212\/5 To ;1 V2




—24+4v2 _
116 — 7202

1
n= o (82 _ (18 n 4\/5) x2> ~ 5.362.

= @y = —1.294,

Somit erhalten wir die Losung

X = ~
To ~1.294

im Sinne der kleinsten Quadrate.

(¢c) Wir nennen die Messdaten nun I; und bezeichnen mit I(¢;) den wahren
Wert der Intensitdt zum Zeitpunkt ¢;. Die relativen Fehler beziiglich der
Messdaten sind:

I(t;) — I; .
%, i€ {1,2,3}, also:
—4
1. et =4l o017,
‘1’1+$2|
|xll+x2i_2
2. 2 V2T x0.132,
|!E1'§+!E2'Z|
1 11
3, 213 T %215l gy

|$1'%+$2'1—16|



4. Gegeben sei folgendes lineares Gleichungssystem abhéngig vom reellen Para-
meter «:

2 2
1 r, + g Tro — — X3 — 61‘4 = 0
5r1 + 229 — Tx = 1
. 1 2 5 3 (3)
3 T ~ 3 T3 — 2x4 = «
2x9 — 4l‘3 + 4dxy =

(a) Schreiben Sie das lineare Gleichungssystem als Tableau (Schema) fiir die
LR-Zerlegung und berechnen Sie den ersten Schritt der LR-Zerlegung mit
Spaltenmaximumsstrategie. Vergessen Sie nicht, zusétzlich zum verénderten
Schema die Matrix L; und die Permutationsmatrix P; fiir den ersten
Schritt anzugeben.

(b) Gegeben seien folgende Enddaten fiir die LR-Zerlegung mit Spaltenmaxi-
mumsstrategie von (3):

1 0 00 5 2 —7 0 0100
0 1 00 0 2 —4 4 0001
L_%OIO’R_OOI—G’P_IOOO
> -1 01 00 0 O 0010

Fiir welche Werte von « besitzt das Gleichungssystem (3) genau eine, un-
endlich viele bzw. keine Losung?

Bestimmen Sie die Losungsmenge zu denjenigen «, fiir die das Gleichungs-
system losbar ist.

Losung:

(a) Wir schreiben das Gleichungssystem als Schema:

1 00 0[1 2 -2 —6]0
01005 2 =7 0|1
001020 =3 2|«
000 1]0 2 =4 4]0

Wir wenden nun den ersten Schritt der LR-Zerlegung mit Spaltenmaxi-
mumsstrategie an. In der ersten Spalte ist der Eintrag der zweiten Zeile
am grossten, deshalb vertauschen wir die erste mit der zweiten Zeile und
wenden einen Gaussschritt an, wobei wir die Faktoren, mit welchen wir die
erste Zeile multiplizieren und anschliessend von der aktuellen Zeile abzie-
hen, direkt anstatt dem neuen Null-Wert fiir unsere L-Matrix abspeichern:

01 00[5 2 -7 0 1
1 00O0[f]0 1 —6| —%
00102—12—2a—%
000 1]0]2 -4 4] 0




Somit erhalten wir nach dem ersten Schritt

1 000 0100 5 2 -7 0
L1000 1 000 0 0 1 —6
L= 2010 Pi=loo1 o ®=0 1 2
0001 0001 0 2 —4 4

Wir berechnen als erstes Pb, danach fithren wir die Vorwértssubstitution
Ly = Pb durch:

1 0 0 0\ /u 1 1
01 0 0] |w 0 0
1 = = Y= 1
% 01 1 0 Ys 0 —51
3 T3 01 Ya (6] 06—5

Indem wir nun die Riickwértssubstitution auf y anwenden (Rx = y), er-
halten wir die Losung des linearen Gleichungssystems (3):

02 —4 4 T2 | 0
00 1 -6 x3 | —%
00 O 0 T4 a—1

2

Wir stellen fest, dass es fiir a # % keine Losung gibt, da dann die vierte

Gleichung lautet

0 1
= X — —
27

wobei die rechte Seite ungleich Null ist. Diese Bedingung ist nie erfiillt.
Fir a = % bekommen wir unendlich viele Losungen, ndmlich

22 2 2 1

Genau eine Losung gibt es nie.



5. Gegeben sei folgendes lineares Differentialgleichungssystem
Ty = Iy
1’2 = T3
i‘g = —4ZL‘1 + 4[L‘2 + z3.
(a) Schreiben Sie das Differentialgleichungssystem in der Form
X = Ax.

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und alle Eigenvektoren der Koeffizienten-
matrix A.

(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems.

(c¢) Bestimmen Sie eine Anfangsbedingung x(0) # 0 mit der Eigenschaft, dass
die Losung des Systems fiir £ — oo gegen 0 konvergiert:

lim [|x(¢)|| = 0.

t—o00

Losung:

(a) Wir schreiben das gegebene Differentialgleichungssystem in der gewiinschten

Form:
7 0 1 0\ /=
) = O O 1 i)
T3 —4 4 1 T3
0 1 0
Somit gilt A= 0 0 1
—4 4 1

Wir bestimmen nun die Eigenwerte von A indem wir das charakteristische
Polynom von A betrachten und dessen Nullstellen bestimmen:

-2 1 0
pa(A) =det(A —A3) =det| 0 —X 1
-4 4 1-A

- 1 1 0
:—)\det<4 1_)\>—4det<_)\ 1)

=N=4H1-N=-A+2)(A=2)(A—1).
Die Nullstellen von pa (A) resp. Eigenwerte von A sind somit
M =2, =1 A= -2
Wir berechnen die Eigenvektoren zum Eigenwert \; = 2:

2 1 0\ [V 0 1
0 —2 1 sMl=(o] = vW=t{2], teR\{0}.
—1 4 -1) O 0 4



Fiir den Eigenwert A\, = 1 erhalten wir analog:

(2)

-1 1 0 (2 0 1
0 -1 1] P |=(0] = v@=t|1], tecR\{0}.
-4 4 0 e 0 1
3
Fir A3 = —2 erhalten wir schliesslich:
2 1 0\ (o 0 1
0 2 1] [P ]=10] = v®=t[-2], tecR\{0}.
—4 4 3 v;(f’) 0 4

(b) Die allgemeine Losung des Systems lautet fiir frei wiahlbare ¢y, ¢, ¢3 € R:

x(t) = ceMtv 4 ce*tv@ 4 cgetv® | also

1 1 1
x(t)=ce® [2] +ce' [ 1] + e | -2 . (4)
4 1 4

(c) Da wir in (b) bereits die allgemeine Losung berechnet haben, miissen wir
nur noch die Konstanten ¢; und ¢y und c3 bestimmen, sodass

lim [|x(¢)|| = 0.

t—o00

Wir wéahlen ¢; = ¢ = 0, da sonst fiir ¢ — oo die ersten beiden Terme in
(4) explodieren. ¢z kann beliebig in R \ {0} gewéhlt werden (z.B. ¢5 = 1).
Die Anfangsbedingung erhalten wir durch einsetzen von ¢t = 0 in (4):

10



6. Wir betrachten zwei Spaltenvektoren u und v ungleich 0 im R", deren Skalar-
produkt (u,v) := ulv nicht gleich —1 ist.

(a) Berechnen Sie die Matrizen uv? und (uvT)2 fiir den Fall

und bestimmen Sie deren Rang.

(b) Wie viele Zeilen und Spalten hat die Matrix uv? allgemein? Zeigen Sie,
dass gilt
(uvT)2 = cuv’ fiir ein ¢ € R.
Bestimmen Sie c.

(c) Zeigen Sie, dass gilt

T
_ uv
I, no=I,- :
(I, + uv’) v (5)
Losung:
(a) Wir berechnen uv?’:
1 1 -1 2
u’' = [3|(1 -1 2)=(3 -3 6
4 4 —4 8

Mithilfe des Gauss Algorithmus kann man alle Zeilen bis auf die Erste
eliminieren. Somit gilt
Rang(uv’) = 1.

Wir berechnen als nachstes (uVT):

, 6 —6 12
(uv’)" = |18 —18 36
24 —24 48

Mithilfe des Gauss Algorithmus kann man wiederum alle Zeilen bis auf die
Erste eliminieren. Somit gilt

Rang ((uvT)2> =1.

(b) Im Allgemeinen hat die Matrix uv’ n Zeilen und n Spalten. Wir berechnen
(uv?) g

Somit gilt ¢ = (v, u).

11



(¢) Um die Gleichung (5) zu verifizieren, zeigen wir, dass fir B =1I,, — 1}:3;“
folgendes gilt:

(I, +uv’) B =1,, (6)

Wir zeigen (6), indem wir die Definition von B einsetzen und umformen:

uv’
(In+llVT)B: (In+llVT) <In_ m)
T )2
o wT (w)
= (L, + uv’) Ty
T
1+ (v,u)

Somit ist die Identitat bewiesen.
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