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(a) Wir erhalten

1 1 —2 2 1 1 —2 2
—0b+1) (a=b) 20b—-2)| =2 |= |0 a+1 —6 |2b
2 —(a—1) a 4—b 0 —a—1 a+4|-b

(b) Wir unterscheiden die folgenden Fille:

e a ¢ {—1,2}. In diesem Fall sind alle Diagonalelemente des angegebenen
Schemas verschieden von Null. Damit stellt dieses Schema das Endschema
des Gauss-Algorithmus dar. Durch Riickwirtssubstitution finden wir die Losungsmenge

c={( i)

e o = —1. Durch Einsetzen in das gegebene Schema und Fortfiihren der Elimi-
nation erhalten wir

11 =22 11 -2]2
00 —6[20|=1]0 0 —6|2b|
00 =3]b 00 010

Somit gibt es einen freien Parameter. Mit der Wahl y = ¢ € R ergibt sich als
Losungsmenge
L= {(2—t— %b,t,—%b) ‘te R}.

e o = 2. Einsetzen in das gegebene Schema liefert

11 =22
0 3 —6[2b|
00 O01]b

Falls b # 0 ist die Vertraglichkeitsbedingung nicht erfiillt und es gilt

L=0.
Fiir b = 0 wird das Schema zu
1 1 =212
03 —6/(0|
00 010




Es gibt also wiederum einen freien Parameter. Wir wihlen z = ¢t € R und
bekommen durch Riickwértssubstitution die Losungsmenge

L£=1{(22t1):teR}.

(a) Wir bilden zunichst die Ableitung

1
H (1) = ———
(z) Vet
und setzen diese anschliessend in die Definition der Konditionszahl ein. Es ergibt
sich
xH'(x)
x

2-Vet+xz- (Ve+x—4/c)
e (TR
2-\e+z-[(c+x)—(
_Vetat /e
B Tev-=-at

(b) Wegen 0 < v/c < /c+ x gilt

Insbesondere gilt lim, ,o xgz(z) = 1 und lim, . xg(z) = % Das Problem ist
demnach fiir alle x > 0 gut konditioniert.

(¢) Es gilt
(A) Umax(A) V )\max(ATA)
Kk(A) = = .
Umin(A) /\min(ATA)
Wir bestimmen also die Eigenwerte von

2 4 12
T, (a*+b° —2ab
AA_(—Qab a®+b* )

Das charakteristische Polynom lautet

p(\) = det(\] — ATA) = [A — (a® + b*)]* — (2ab)?
=\ —2(a® + b))\ + (a® + b*)* — (2ab)*.



Wir erhalten daraus die Eigenwerte

Ao =a® + 0% £ /(a2 +12)% — [(a2 + 12)? — (2ad)?]
=a® +b* £+ 2ab = (a £ b)?

und damit
K(A) = a+0b
a—0f
3. (a) Esgilt
det(A) = —2(a—1)-2a-(a+2)+2(a—1)-(a—1) (a+2)

-[2a* +4a — a* — a + 2]
-[a® + 3a + 2

(b) Wegen
0 -2 0 2 6 2
1 5 4 —3|=1-9|=3[-3
4 3 4 1 3 1

ist der gegebene Vektor v ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert 3. Der
Vektor w hingegen ist kein Eigenvektor, denn

0 -2 0 0 -2
1 5 4 1 = 1
4 3 4 -1 -1
ist offenbar kein Vielfaches von w.
(¢) Mit @ = 1 erhilt man die Matrix
000
A=10 3 2
3 2 3

Das charakteristische Polynom lautet

pa(N) =det( Al —A)=X-(A=3)-(A=3)=X-(=2)-(-2)
=X (A =6A+9—4)=X-(A\2—6A+5)
= XA =1\ —5).

Die Eigenwerte von A sind somit 0, 1 und 5.



4. Wir schreiben den Funktionalen Zusammenhang 7; = ax; + by; + cz;, 1 = 1,
tiberbestimmtes lineares Gleichungssystem Au = v mit
To Yz Z2 0 2 1 TQ —2
o T3 Ys Z3 o 1 -1 0 . Tg .
A= Ty Ys 24 - 1 1 0 ’ v T4 i =
Ts5 Ys Z5 1 -3 -1 T5
Te Ys <p 1 -1 -1 TG
Die zugehorige Normalengleichung lautet AT Au = ATy mit
8§ —8 —4 16
ATA=|-8 20 8 Ao = | -32
-4 8 4 —12
Durch Anwendung des Gauss-Algorithmus erhalten wir
8 —8 —4| 16 -4 8 4| —-12 —4 8 4| —-12
-8 20 8|-32| = 0 8 4| =8 0 4 0] =8
-4 8 4)|-12 0 4 0| =8 0 0 4 8

S.

und schliesslich durch Riickwértssubstitution die Losung

c=2,

b= —2,

a:—i@42+&2—42)=L

...,6als

(b) Die Losungen des linearen Differentialgleichungssystems bleiben beschrinkt fiir
t — oo, wenn der Realteil aller Eigenwerte der Matrix A nicht-positiv ist. Wir
bestimmen daher die Eigenwerte der Matrix A. Das charakteristische Polynom

lautet

paN) =detON —A)=A+2)-A—(a—1)= N +2\—a+ 1.

Die Eigenwerte sind daher gegeben durch

)\1,2:—1:l:\/1—|—a— :—1:i:\/a

Wir untersuchen nun, fiir welche reellen a der Realteil beider Eigenwerte nicht-
positiv ist. Da a im Radikand der Wurzel auftaucht, fiihren wir eine Fallunter-
scheidung beziiglich seines Vorzeichens durch.

Fiir a > 0 sind die Wurzel und damit beide Eigenwerte reell. Es gilt —1 4+ /a < 0
genau dann, wenn a < 1.

Falls a < 0, wird die Wurzel imaginir und somit R(A;5) = —1 < 0.

Zusammenfassend bleiben die Losungen also beschrinkt fiira < 1.



(a)

(a)

Nach unseren bisherigen Uberlegungen sind die Eigenwerte von A im Fall a =
1 gegeben durch Ay = —2 und Ay = 0. Wir bestimmen nun mittels Gauss-
Algorithmus die zugehorigen Eigenvektoren:

o )\ = —2:
0 00:1_20;»95:75(2)
1 —21]0 0 010 ! 1
e =0
200;»100;»56—3(())
1 0]0 0 00 2 1

Damit kénnen wir nun A diagonalisieren: T-!AT = D mit

r=(11). »=(T )

Wir multiplizieren nun die Differentialgleichung von links mit 7'~ und setzen
x =: Ty. Dadurch erhalten wir das entkoppelte System y = Dy mit der Losung

y(t) = (Clg;%) :

Riicksubstitution liefert schliesslich die allgemeine Losung

20 —2t
o) =10 = (25 )

Da wir im Folgenden héufig lineare Gleichungssysteme mit der Systemmatrix A
l6sen miissen, berechnen wir zunédchst mit Hilfe des Gauss-Algorithmus eine L R-
Zerlegung von A:

2 2
1

N[O p—

1
2

N | —

Wir erhalten A = LR mit

10 2 1
S ]

Der Startwert (?) ist nun die Losung des linearen Gleichungssystems Az(® = b.
Durch Vorwirts- und Riickwértssubstitution mit der gefundenen L R-Zerlegung
von A ergibt sich

0 0 —1
0) _ 0) _ 0) _
LRx —(3):>Rx —(3):>x —(2).

21 ergibt sich anschliessend als Losung des linearen Gleichungssystems Az(!) =
b+ ef(z@). Mit
—1.4112- 102)

bt ef(=) = < 3.0000



erhalten wir wiederum durch Vorwirts- / Riickwirtssubstitution

~1.4112 1072 ~1.4112 1072 —~1.0094
M _ M _ M _
L = ( 3.0000 ) = R = ( 3.0071 ) RO ( 2.0047 ) |

Schliesslich ergibt sich 2(?) als Losung des linearen Gleichungssystems Az(? =
b+ef(z™). Wegen

—1.2715-10°2
b“f(x(l)):( 3.0000 )

liefert erneute Vorwirts / Riickwartssubstitution

—1.2715 102 —1.2715 - 102 —1.0085
() _ ©) _ o) _
LR = ( 3.0000 ) = R = ( 3.0064 ) RO ( 2.0043 ) |

(b) Zunichst stellen wir fest, dass es sich bei dem beschriebenen iterativen Verfahren

um eine Fixpunktiteration der Form *) = F(z*=D) mit F(z) = A~ (b+ef(x))
handelt.

(¢) Fiir die Ableitung von F gilt DF(z) = e A~'D f(z). Weiterhin finden wir

Df(x) = (cos(xlo— Ty) — cos(xol — :cQ)) _ cos(z1 — 1) ((1) —01> '

Vorwirts- / Riickwértssubstitution mit der unter (a) berechneten L R-Zerlegung
von A liefert

LR-DF(x) = e cos(x; — x») (1 _1>
= R -DF(z) = £ cos(z1 — ) < 1 _1)

— DF(2) = £ cos(x1 — @2) ( ; —%) = < cos(a — 12) (_21 _12) .

(d) Falls |[DF(z)| < ¢ < 1 fiir alle z, konnen wir den Fehler gegeniiber der exakten
Losung x* daher mittels der bekannten Ungleichung

k
la® " < 77— [l 2]
-4

abschitzen. Wir schitzen nun die Euklidische Matrixnorm von D F'(x) ab. Es gilt

IDF@)l2 = 5 [coster — )|l (% 7)]l, < 5125 ), =0

<1



Es bleibt also die Euklidische Norm der Matrix (% *) =: M zu berechnen.
Bekanntlich ist || M||2 = \/ Amax (M TM). Wir berechnen also die Eigenwerte von

e, (5 =5
MM_<_5 =)

Das charakteristische Polynom lautet
pu(A) = det(\ — M) = (A —5)* — (=5)* = A2 — 10\ = A(\ — 10).

MT M besitzt folglich die Eigenwerte 0 und 10 und somit || M|y = +/10. Damit

erhalten wir ¢ = %ﬂ ~ 0.1054 und konnen folgendermassen abschitzen:

2

|2® — 2|2 <

|2 — 2@, ~ 1.3053 - 107*.

Dariiber hinaus kann auch die Ungleichung

2 _ <« 4 2 _ (1)
[E4 ch_l_qu ||

zur Abschitzung verwendet werden. Damit erhalten wir

q

2@ — 2y < |2 — W]y ~ 1.1605 - 10~




